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4.1     简  介



对给定样本数据集进行分类处理通常有多种办法, 如前面章节中介绍的GLM 或者 McGLM 等, 而支持向量

机 (support vector machine, SVM) 作为众多分类器中的一种, 却有着其他分类器没有的优点, 下面我们就来

介绍一下 SVM.

支持向量机是一种基于统计学习理论的有监督新型学习机, 是由苏联教授 Vladimir N.Vapnik 等[58] 于 1963 

年在统计学习理论基础上提出的. 支持向量机理论最初用来解决两类线性可分问题, 之后逐步推广到多分

类、非线性等问题. 与传统学习方法不同, 支持向量机是结构风险最小化方法的近似实现, 是借助最优化方

法来解决机器学习分类问题的新工具. 在处理线性可分问题时, 其“对样本依赖小”等优点使其成为众多分类

器当中的佼佼者.



4.2     SVM 算法



可以看到, 不止有一个超平面能够把样本数据正确地分为两类, SVM 算法是在这众多超平面中挑选出鲁棒

性最强的超平面                       来作为最终的分类器.

最初SVM被提出时, 是用来解决二分类问题的. 其主要内容是：对于给定的包含两个类别的样本数据集

D={(X1, Y1),(X2, Y2), · · · ,(Xn, Yn)},Xi ∈Rp,Yi ∈{−1, 1}, 确定一个超平面, 对数据集进行二分类处理, 如图 4.1.

▶ 其分类判别式为
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SVM 可分为三种不同的类别：线性可分 SVM、线性 SVM、非线性 SVM.下面分别对这三种类型的 SVM 

进行介绍.



若至少存在一个超平面, 可以将两类数据完全分开, 此时的 SVM 被称为线性可分 SVM. 线性可分 SVM 的

原理就是要达到硬间隔最大化, 又被称作最大间隔分类器. 在样本点可以被超平面分为两类的基础上, 线性

可分 SVM的目标是找到一个超平面, 使得每个样本点到该超平面的距离都足够大. 下面对算法理论进行详

细阐述. 对于给定样本数据集 D = {(X1, Y1),(X2, Y2),· · · ,(Xn, Yn)}, Xi ∈ Rp, Yi ∈ {−1, 1}. 在样本空间中, 划分

超平面用如下线性方程来描述：

▶ 其中                                             为法向量, b 为位移项. 显然, 超平面可以由法向量     和位移 b 所确定, 记为 (   , b). 对

于 (Xi, Yi) ∈ D, 其到超平面 (    , b) 的距离可表示为
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所有 ri (i = 1, 2, · · · , n) 的最小值称为间隔, 可表示为式 (4.2.3). 而这些和超平面 (    , b) 距离最小的样本点

称作支持向量 (如图 4.2 所示)

ω

（4.2.3）

为了使这个超平面更具鲁棒性, SVM 算法的目标是通过调整参数     和b, 找到以最大间隔把两类样本分开

的超平面, 也称之为最大间隔超平面. 首先, 我们希望两类样本分别分割在该超平面的两侧; 其次, 两侧距离

超平面最近的样本点到超平面的距离被最大化. 即
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假设样本点可以被超平面分为两个类别, 显然对于 (Xi, Yi) ∈ D, 满足下面约束条件：
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▶ 可将其化简为

  .X 0  T ＞bY ii  （4.2.5）

▶ 这一约束条件意味着所有样本点被超平面正确分类. 下面希望从能将样本数据集正确分类的超平面里选取特殊的一

个超平面, 使得两类样本数据集到这一超平面的最短距离最大化, 即间隔最大化：
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▶ 在该约束条件下, 可以将 ri 转化为
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▶ 优化目标函数转化为
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▶ 为了便于简化计算, 对超平面 (    , b) 进行放缩变换, 使得                        , 即ω 1T biXω .Xω 1T bY ii

因此, 优化问题 (4.2.6) 转换为下面形式：
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▶ 注意到目标函数中的       在分母上, 所以可以将求最大值的约束优化问题转换成求最小值的凸二次规划问题：ω
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(注：此处的       并不影响最终的计算结果.)
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上式即为线性可分 SVM 的最优化问题. 上述优化问题为不等式约束的优化问题, 可利用拉格朗日乘子法将

原问题转化为对偶问题. 此外, 这样做可以更自然地引入核函数, 进而推广到非线性的分类问题. 对于更一

般化的约束优化问题来说, 对偶问题可以将非凸问题转化为凸优化问题.

首先, 引入拉格朗日乘子向量 λ = (λ1, λ2, · · · , λn)T, 并写出拉格朗日函数
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此时, 可以得到原问题 (4.2.8) 等价于一个极小化极大问题：
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▶ 进而, 可定义原问题 (4.2.8) 的对偶问题：
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根据凸优化理论, 可以知道, 当原问题的目标函数和不等式约束函数是凸函数时, 在不等式约束函数严格可

行情况下, 原问题最优解 (      , b∗ ) 与其对偶问题的最优解 λ∗  满足下面等式ω
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显然, 这里目标函数            及其约束函数                                                        是凸函数, 那么上述等式在 SVM 

中仍然成立. 此时, 可以对原问题的对偶问题求最优解, 进而可以求出原问题的最优解. 

2

2
1 ω    nibY ii ,,,X 21       1 T  

根据式 (4.2.11) , 首先对     和 b 求极小值. 令 L(    , b, λ) 对     和 b 的偏导数为 0, 可以得到ω ω ω
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▶ 将所得的关系代入 L(      , b, λ), 式 (4.2.10) 转化为ω
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▶ 式 (4.2.13) 是一个含等式约束的优化问题. 我们将其转化为求最小值问题, 上式等价于
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可以发现, 上述对偶问题是一个二次规划问题, 可以采用序列最小优化(sequential minimal optimization, 

SMO) 算法求解. 序列最小优化算法, 其核心思想非常简单：每次只优化一个参数, 其他参数先固定住, 仅求

当前这个优化参数的极值.

为提高求解效率, 其求解过程每次选择两个变量进行优化, 其他变量固定, 具体而言, 算法流程可描述为

▶ (1) 选取两个待优化变量;

▶ (2) 固定其他变量的值, 求解优化问题 (4.2.14)(直接令目标函数关于待优化变量梯度等于零即可);

▶ (3) 不断重复第 (1)(2) 两个步骤, 直到算法收敛.

SMO 算法一般选择违反 KKT 条件 (Karush-Kuhn-Tucker Conditions)最严重的样本所对应的变量作为第一

个优化变量, 第二个变量的选择应当使得目标函数有足够大的下降. 一种启发式的选择方式为, 首先寻找与

第一个变量所对应样本间隔最大的样本, 然后将该样本所对应的变量设置为第二个变量.

使用 SMO 算法可以求得对偶问题的最优解                                    根据式 (4.2.12), 对偶问题的最优解也是原

问题的最优的拉格朗日乘子向量, 接下来把最优的拉格朗日乘子向量代入原问题求解即可.
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为了简化计算, 我们引入 KKT 条件. 已知 KKT 条件是判断等式约束和不等式约束的优化问题的必要条件. 

对于只含不等式约束的优化问题来说,如果目标函数和约束函数是凸函数, 且不等式约束函数是可以满足的, 

那么KKT 条件是这一不等式约束的优化问题的充要条件. 在 SVM 中, 原问题显然满足上述要求, 那么可以

得到原问题的充要条件 (KKT 条件), 即
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▶ 从而求解原问题等价于求解上述 KKT 条件, 其中 λi 是拉格朗日乘数.



分析 KKT 条件我们还能发现更多关于样本的性质. 对任意训练样本(Xi, Yi) 总有 λi = 0 或                             

若 λi = 0, 则所对应的样本点不会出现在系数     中, 即该样本点不影响最终模型; 若 λi > 0, 则必有则所对应

的样本点位于最大间隔边界上, 是一个支持向量. 这显示出支持向量机的一个重要性质：训练完成后, 大部

分的训练样本都不需要保留, 最终模型仅与支持向量有关.

  .X 01T bY ii 

ω

将对偶问题的最优解                                    代入上述 KKT 条件等式,可以得到       , T21
  n ,,,λ  ω

.X i

n

i
iiY



 
1
 （4.2.15）

▶ 为了得到最优决策平面, 还需求解 b∗ . 注意到对任意支持向量 (Xk, Yk) , 都有     > 0 且                                         对任意

非支持向量 (Xl, Yl) , 都有       = 0.     
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▶                                                         为所有支持向量的下标集. niiK i ,,, 210    ，＞



将      代入                                      其中 (Xs, Ys) 是一支持向量, 进而可以得到ω   ,X 01T bY ss 
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▶ 由于               , 等式两边同时乘 Ys 可以解得 b∗ . 理论上可选取任意支持向量通过上式解得 b∗ , 但在现实任务中, 常

采用取所有支持向量的平均值的做法,即,
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▶ 最终得到最优决策平面为
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▶ 观察上述式子可以发现, 最优决策平面并不需要用所有的样本来计算, 而只需要用到支持向量. 此外, 最优决策平面

与      X 有关, 这为将数据映射到高维空间, 引入核函数做好了铺垫.T
iX



在实际问题当中常存在一些“噪声点”(如图 4.3 所示), 采用线性可分SVM 解决此类问题的过程中试图把这

些“噪声点”也正确分类, 往往影响模型的泛化能力, 所以应当对模型放松要求, 允许其在分类时出一点错误, 

这样会使模型的鲁棒性更好, 这也是线性 SVM 的基本出发点：即划分超平面虽然不能完全分开所有样本, 

但是可以使绝大多数样本正确被分类, 其目标是软间隔最大化.

假设划分超平面为
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▶ 由于存在样本点不能满足式 (4.2.7) 中的约束条件, 使得该约束不成立, 因此在线性 SVM 中, 对每一个样本引入松弛

因子 ζi, 此时约束条件被放宽为
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▶ 上述约束条件允许样本位于间隔区域内, 也允许出现错误分类. 为了使在最大化间隔的同时不满足约束的点尽可能

少, 线性 SVM 优化问题可写成如下形式:
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▶ 其中 C 是可调节控制参数, 在最小化目标函数处加了                 相当于施加了一个惩罚项. 当 C 值越大时, 对 ζi 惩罚

越大; 反之, C 值越小, 对 ζi 惩罚越小.
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最优化问题 (4.2.18) 是一个凸二次规划问题, 可以通过拉格朗日乘子法进行求解, 拉格朗日函数为
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▶ 其中 λ = (λ1, λ2, · · · , λn)T, β = (β1, β2, · · · , βn)T. 分别对       , b, ζi 求导数, 并令值为零, 可以得到ω
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▶ 将上面结果代入拉格朗日函数 (4.2.19), 可以得到如下对偶问题：
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▶ 对偶问题 (4.2.21) 等价于
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▶ 求解优化问题 (4.2.22), 得到最优解                                          代入式 (4.2.20),即可得到        . 由于原始问题是凸二次规

划问题, 其解满足 KKT 条件, 即
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（4.2.24）

▶ 在最优解 λ∗  中, 取分量       满足 0 <        < C, 由式 C −      −       = 0 得0 <       < C, 再由式 (4.2.23) 和 (4.2.24) 易计算

得到 b∗ , 进而得到划分超平面


k


k


k


k


k



▶ (1) 若 0 <       < C, 则 βi > 0, 进而由式 (4.2.23) 可以得到 ζi = 0, 此时Xi 位于最大间隔边界上;

▶ (2) 若       = C, 0 < ζi < 1, 则由式 (4.2.24) 知,                                             > 0.那么, 此时 Xi 分类正确, 并且位于划分超平

面和间隔边界之间;

▶ (3) 若        = C, ζi = 1, 则由式 (4.2.24) 知,                                           = 0.此时 Xi 位于划分超平面上;

▶ (4) 若        = C, ζi > 1, 则由式 (4.2.24) 知,                                           < 0.此时 Xi 被分类错误.

由     的表达式可知, 当      = 0 时, 该样本不会对最终的模型产生影响,当 0 <     ⩽  C 时, 该样本是支持向量, 

包括以下几种类型：

 
i


i


i   iii bY    1T X


i

i

  iii bY    1T X
  iii bY    1T X



一般地, 如果包含两个类别的样本集之间存在线性边界, 那么建立线性SVM 可以得到较好的分类效果. 但

是一些情况下, 如果问题本身不是线性可分的, 即边界是非线性的, 那么线性 SVM 往往效果不佳, 此时需建

立非线性SVM 对样本数据进行非线性分类.

首先看一个简单的例子, 如图 4.4(a) 所示, 一维空间中的样本点属于两个类别, 分别用不同颜色表示不同类

别. 在这种情况下, 无法用一个点 (即一维空间的超平面) 来将不同类别的样本分开, 但是可用一条复杂的曲

线将它们分为两个类别. 显然, 分类边界不是线性的.

为了解决上述非线性可分问题, 尝试将自变量的二次项添加到超平面中,即此时的划分面是

  .0: 2
21  bXXXfX  （4.2.25）

▶ 式 (4.2.25) 中, 可以将 X 看作一个变量 X1, X2 看作另一个变量 X2, 此时变成二维空间的线性问题. 如图 4.4 (b), 在构

造出的二维空间中, 样本点可以用一个线性超平面 (即图中的实线) 分为两个类别.



因此, 在二维空间中, 线性SVM 是有效的. 同理, 可将上述问题扩展到 p 维空间中, 此外, 还可使用不同类型

的多项式, 如三次、四次甚至是更高阶, 以及交叉项构造特征空间, 进而在新构造的特征空间中建立线性超

平面.

总的来说, 对于线性不可分的数据 (如图 4.5), 可对样本进行变换, 将其映射到高维特征空间, 使得样本集在

高维空间中线性可分, 如图 4.6 所示.

▶ 图 4.4 
非线性 SVM 图例

▶ 图 4.5 
线性不可分的数据

▶ 图 4.6 
高维空间线性可分



如果可以找到合适的特征空间, 便可以将原问题通过特征空间中的线性超平面进行划分. 然而实际问题中, 

一方面, 构造合适的特征空间是非常困难的; 另一方面, 特征空间的构造方法可能并不唯一, 如果处理不当, 

将会得到维数较大的特征空间, 此时的计算量将变得复杂. 因此有必要寻找合适的构造特征空间的方法, 使

得在新的特征空间中能有效求解得到线性超平面.

核方法通过核函数 (kernel) 构造特征空间, 使得在新的特征空间中能有效求解线性超平面. 在介绍核函数之

前, 有必要先对内积的概念进行介绍.

两个样本 Xi = (Xi1, · · · , Xip)T 和 Xk = (Xk1, · · · , Xkp)T 的内积定义为





p

j
kjijki XX

1
.X,X （4.2.26）



▶ 通过前几小节的证明可以发现, 线性支持向量机的对偶问题可以描述成内积的形式, 即,
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（4.2.27）

通过计算可得到对偶问题的拉格朗日乘子 λi, 根据 KKT 条件, 可以计算最优决策平面并将其描述为内积的

形式：

  .XXX bYf ji

n

i
i 

1
 （4.2.28）

▶ 上式中有n个参数 λi,i = 1, 2, · · · , n,每个训练样本对应一个参数. 为了得到f(X), 需要计算X与每个训练样本Xi之间的

内积, 但事实证明, 有且仅有支持向量所对应的 λi 是非零的. 若用 S 表示支持向量样本点指标的集合, 那么式 (4.2.28) 

可以改写成   .X,XX 



1i

jii bYf  （4.2.29）



▶ 式 (4.2.29) 的求和项比式 (4.2.28) 少得多. 总而言之, 我们仅需知道内积便可以计算 f(X).

对于非线性可分问题, 我们的初衷是找到一个映射 ψ, 将样本点 Xi 映射为新的高维特征空间的特征向量 

ψ(Xi), 进而通过其对偶问题求解相应拉格朗日乘子. 最后, 考虑原问题的 KKT 条件, 求解最优决策平面.

在上述步骤中, 可以发现在原空间内, 对偶问题及原问题的 KKT 条件求解以内积的形式出现. 自然的, 在新

的特征空间内, 只需知道〈ψ(Xi), ψ(Xj )〉便可以在新的特征空间中求解原问题的对偶问题, 然后得到最优

决策平面.高维空间中内积的计算较为复杂, 可通过核技巧直接定义核函数 K (Xi, Xj )=〈ψ(Xi), ψ(Xj )〉来解

决复杂计算问题, 通俗来说, 就是将求解映射 ψ 的问题转化为选择合适核函数 K (Xi, Xj ) 的问题.

对于非线性可分问题, 考虑核技巧后, 此时 f(X) 变为

  ,X,XX 



1i

jii bKYf  （4.2.30）

▶ 其中K (Xi, Xj ) 被称为核函数.



非线性 SVM 的处理方法是构造核函数以代替高维空间中的内积计算,在高维特征空间中解决原始空间中

线性不可分的问题. 具体来说, 在线性不可分的情况下, 首先选择一个合适的核函数, 核函数的作用是避免

在高维空间中进行内积计算, 然后在高维空间中执行线性可分的 SVM, 最终计算出最优的划分超平面, 从

而达到把低维空间中线性不可分的数据集进行分类的目的.

核函数的选择至关重要, 将影响 SVM 对数据集的分类效果. 实际问题中, 应当根据问题本身特征选择合适

的核函数. 表 4.1 给出了常用的几种核函数.



注意, 关于核函数的选择一直以来都是支持向量机研究的热点, 通常情况下, 高斯核函数是使用最多的. 此

外, 采用核函数而不是直接将样本集映射到特征空间的优势在于, 无须明确指明映射函数, 并且可以避免计

算高维空间中的内积, 大大降低计算量.



4.3     SVM 与逻辑斯谛回归的关系



本节讨论 SVM 与逻辑斯谛回归的关系. 首先, 为了建立支持向量机分类器

  ,X pp XXbf   11

▶ 最优化问题 (4.2.18) 采用软间隔最大化的学习策略, 进而得到分隔超平面以及决策函数. 若将松弛变量 ζi 取为如下

形式:
   
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▶ 即

  .X, iii fY 10max （4.3.1）

▶ 则问题 (4.2.18) 等价于如下优化问题:
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▶ 其中 γ 为调节控制参数, γ         是岭回归的惩罚项, 这一项需要根据偏差的关系来确定. 下面阐述问题 (4.3.2) 与 

(4.2.18) 的等价性:

2

由 ζi 的定义, 显然问题 (4.2.18) 中的两个约束条件均成立. 又因为问题(4.3.2) 可写为

,ω 
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▶ 所以, 如果取                   , 那么可转化为C2
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▶ 问题 (4.3.2) 可转化为 (4.2.18).

反之, 当 (4.2.18) 中的 ζi 取为 (4.3.1) 时, 可转化为 (4.3.2). 因此 (4.3.2)与 (4.2.18) 是等价的.



(4.2.18) 是等价的.令                      , L(Yif (Xi)) = max{0,1− Yif (Xi)}, 问题 (4.3.2) 可转化为如下的“损失函数 + 

惩罚”的形式：

  2ωω P

     X,X YfYfL  10max

▶ 的损失函数称为 hinge 损失函数 (铰链损失函数). 这类损失函数的特点是,对于边界外且分类正确的样本点, 损失为

零; 对于边界上的样本点以及分类错误的样本点, 损失是线性的.

对于逻辑斯谛回归, 加入 L2 正则化项目后, 其优化函数变为：使用的损失函数为

           ,ωXXω 2

1
1log1log1   
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i
iiii hYhY

n
L

▶ 其中, n 是样本数量, Yi 是第 i 个样本的真实标签 (0 或 1),                                       是第 i 个样本的预测概率 (由 

Sigmoid 函数得到).
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SVM 与逻辑斯谛回归的目标是都减少 “错误率”. SVM 是寻找最优划分超平面降低错误率, 其损失函数为 

hinge 损失; 逻辑斯谛回归通过最大化样本属于其真实类别的概率来降低错误率, 其损失函数为负对数似然. 

两者的正则化项都是 L2 正则.

因此, SVM 和逻辑斯谛回归的结果通常是非常接近的, 对于一个给定的问题, 该如何选择是使用 SVM 还是

逻辑斯谛回归呢？这个问题更多时候需要根据实际数据选择合适的算法, 当然也有一些特殊情形：(1) 当

类别区分度较高时, 可以选择 SVM; (2) 如果想要得到估计的概率, 那么就需要选择逻辑斯谛回归; (3) 对于

决策边界是非线性的情况, 核函数的 SVM 方法应用更加广泛.



4.4     支持向量回归



本节将介绍如何将支持向量机扩展到回归问题中, 称为支持向量回归(support vector regression, SVR), 其思

想与分类问题类似, 不同之处在于支持向量回归的目的是要寻找一个超平面, 在距离超平面 ε 范围内尽可能

地包含最多的样本点. 传统回归方法通过计算预测值与真实值差别计算损失, 只要两者不一致, 就会产生损

失; 而支持向量回归容许预测值与真实值之间存在 ε 的差别, 仅当差别值大于 ε 时才会产生损失

因此, 可引入如下ε 不敏感损失函数：

 








.,
,,




        
          0

rr
r

rL
＞

▶ 此时, SVR 问题的优化目标函数可表示为
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（4.4.1）

▶ 其中,             表示权重的向量范数, C 是正则化参数, ε 是预定义间隔.ω



引入两个松弛变量 ζi 和     , 分别表示上下两侧的松弛程度, (4.4.1) 可变化为i̂
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▶ 利用拉格朗日乘子法, 推导上述优化问题的对偶问题. 首先写出拉格朗日函数,
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▶ 其中                            . 分别对                        求偏导并令其为零得到,.α̂,α,μ̂,μ 0 iib  ˆ,, 和
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（4.4.5）

（4.4.6）

（4.4.7）

▶ 将上述等式代入式 (4.4.3) 可得,
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▶ 那么, 可以得到对偶问题,
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▶ KKT 条件为
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那么, 如何求解b呢？事实上, 得到所有αi 的值后, 任取0 < αj < C, 根据 KKT 条件必然有 ζj = 0, 此时可以得到,

▶ 接下来, 利用 SMO 方法求解上述对偶问题, 得到              的值, 并由等式(4.4.4) 可得 SVR 的解为
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▶ 显然, SVR 的支持向量为所有使得                         的样本, 这些样本位于间隔外面, 故 SVR 解依然具有稀疏性.

（4.4.11）
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▶ 在实际求解中, 一般选取多个满足 0 < αj < C 的样本, 求解得到多个 b 后求平均值, 作为最终 b 的取值.



4.5      SVM 实践


